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ôàêóëüòåòà âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè
ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, ã. Ìîñêâà
Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 14.09.2011, ïîñëå ïåðåðàáîòêè 28.09.2011.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû  ïîëó÷åíèå îöåíêè ôóíêöèè êîíöåíòðà-
öèè U-ñòàòèñòèêè, èìåþùåé ñòåïåííîé ïîðßäîê çàâèñèìîñòè îò ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà, àññîöèèðîâàííîãî ñ U-ñòàòèñòèêîé. Ðå-
çóëüòàò áûë ïîëó÷åí ïóòåì èñïîëüçîâàíèß íîâûõ óñëîâèé íåâûðîæäåí-
íîñòè àíàëîãè÷íûõ ïðèìåíåííûì â [1]: íàøè óñëîâèß íåâûðîæäåííîñòè
îïèðàþòñß íà íåêîòîðîå óñëîâèå íà äåòåðìèíàíò ìàòðèöû, ñîñòàâëåí-
íîé èç ñêàëßðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñëó÷àéíûõ ñóìì âåêòîðîâ.
Our main result here is bounds for concentration function of U-statistic,
which depends on eigenvalues of Hilbert-Schmidt operator as a power
function. The result were obtained using non-degeneracy conditions similar
to those used in [1]: our new conditions are based on some conditions on
determinant of matrix with elements equal to scalar product of random
sums.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: U-ñòàòèñòèêè, âûðîæäåííûå U-ñòàòèñòèêè, ñèì-
ìåòðè÷íûå ñòàòèñòèêè, ôóíêöèß êîíöåíòðàöèè.
Keywords: U-statistics, degenerate U-statistics, symmetric statistics,
concentration function.
Ââåäåíèå
Ïóñòü X, X¯,X1, ..., XN - íåçàâèñèìûå, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèß â ïðîèçâîëüíîì èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå
(X,B). Ïóñòü φ1: X → R è φ: X2 → R èçìåðèìûå ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå âåùå-
ñòâåííûå çíà÷åíèß. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî φ ñèììåòðè÷íà, ò.å. φ(x, y) = φ(y, x) , äëß






















φ(x, y)f(y)µ(dy) = Eφ(x,X)f(X),
q1, q2... - åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèß. Íå îãðàíè÷èâàß îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî |q1| > |q2| > . . ..
Ïóñòü {ej : j > 1} ïîëíàß îðòîíîðìèðîâàííàß ñèñòåìà, ñîñòàâëåííàß èç ñîá-
ñòâåííûõ ôóíêöèé îïåðàòîðàQ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèßì q1, q2....
Òîãäà
σ2 = Eφ2(X¯,X) =
∑
j>1




ò.ê. Q - îïåðàòîð Ãèëüáåðòà-Øìèäòà è ßäðî φ âûðîæäåíî. Ðßäû â (1) ñõîäßòñß
â L2(X2,B2, µ × µ). Ðàññìîòðèì ïîäïðîñòðàíñòâî L2(φ, φ1) ⊂ L2(X2,B2, µ × µ),
îáðàçîâàííîå φ1 è ñîáñòâåííûìè ôóíêöèßìè ej , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò íåíóëå-
âûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèßì qj . Äîáàâëßß, åñëè íåîáõîäèìî, ñîáñòâåííóþ ôóíê-
öèþ e0 : Qe0 = 0, ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôóíêöèè e0, e1, . . . îáðàçóþò









ãäå aj = Eφ1(X)ej(X) è Eej(X) = 0, äëß ëþáîãî j. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà
(ej(X))j>0 ßâëßåòñß îðòîíîðìèðîâàííîé ñèñòåìîé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûì
ñðåäíèì.
Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî `2 ⊂ R∞ ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ x = (x1, x2 . . .) ∈ R∞,
òàêèõ ÷òî | x |<∞, ãäå





X =def (e0(X), e1(X), e2(X), . . .), (3)
êîòîðûé ïðèíèìàåò çíà÷åíèß â R∞. Ïîñêîëüêó (ej(X))j>0 - ñèñòåìà íåêîððåëè-
ðîâàííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ åäèíè÷íûìè äèñïåðñèßìè, ñëó÷àéíûé âåêòîð X
èìååò íóëåâîå ñðåäíåå è cov(ei, ej) = δij , ãäå δij- äåëüòà-ôóíêöèß. Â ñèëó (1) è (2),
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
φ(X, X¯) = 〈QX, X¯〉, φ1(X) = 〈a,X〉, (4)
ãäå îïðåäåëßåìQx = (0, q1x1, q2x2, . . .) äëß x ∈ R∞ è a = (aj)j>0 ∈ R∞. Ðàâåíñòâà â
(4) ïîçâîëßþò íàì â êà÷åñòâå èçìåðèìîãî ïðîñòðàíñòâà X âçßòü ïðîñòðàíñòâî R∞.
Ïóñòü X - ñëó÷àéíûé âåêòîð, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèß â R∞ ñ íóëåâûì ñðåäíèì è
cov(Xi, Xj) = δij è òàêîé, ÷òî
φ(X, X¯) = 〈QX, X¯〉, φ1(X) = 〈a,X〉. (5)
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Ïðåäïîëîæèì, íå îãðàíè÷èâàß îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ÷òî ßäðà φ(x, y) è φ1(x) -
ëèíåéíûå ôóíêöèè ïî êàæäîìó èç ñâîèõ àðãóìåíòîâ (ñì.[2]).
Ââåäåì ðßä îáîçíà÷åíèé:
βs = E|φ1(X)|s, γs = E|φ(X, X¯)|s,
σ2 = γ2, γs,r = E(E{|φ(X, X¯)|s|X})r
òàêæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî
β2 <∞, 0 < σ2 <∞.
Òîãäà äèñïåðñèþ T ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå




Ñòàòèñòèêà T ßâëßåòñß âûðîæäåííîé ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî êâàäðàòè÷åñêàß åå
÷àñòü íå ßâëßåòñß àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé èç-çà óñëîâèß σ2 > 0 è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ñòàòèñòèêà T íå ßâëßåòñß àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé. Áîëåå òî÷íî àñèìï-










ãäå ηj - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñòàíäàðòíûõ
íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, a0, a1, . . . - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóììèðóåìûõ â
êâàäðàòå âåñîâ è |q1| > |q2| > . . . - ñîáñòâåííûå çíà÷åíèß îïåðàòîðà Ãèëüáåðòà-
Øìèäòà, íàïðèìåð Q, àññîöèèðîâàííîãî ñ ßäðîì φ.




φ(Xj , Xk) + f1(X1, . . . , XM ) + f2(XM+1, . . . , XN ), 1 6M 6 N/2,
ãäå f1 = f1(X1, . . . , XM ) - ïðîèçâîëüíàß ñòàòèñòèêà, çàâèñßùàß òîëüêî îò
X1, . . . , XM , f2 = f2(XM+1, . . . , XN ) òàêæå ïðîèçâîëüíàß ñòàòèñòèêà, íî íå ßâ-
ëßþùàßñß çàâèñèìîé îò X1, . . . , XM . Çàìåòèì, ÷òî êëàññ ñòàòèñòèê T∗ ßâëßåòñß
áîëåå îáùèì, ÷åì êëàññ ñòàòèñòèê T .
Ââåäåì ðßä îáîçíà÷åíèé. Ïóñòü c, c1, . . . - êîíñòàíòû. Â ñëó÷àå, åñëè êîíñòàíòà
çàâèñèò, íàïðèìåð îò s, ìû áóäåì ïèñàòü c(s) = cs. Áóäåì ïèñàòü A ¿ B èëè
A ¿s B, åñëè A 6 cB èëè A 6 csB, ñîîòâåòñòâåííî. Äàëåå, A ³ B îçíà÷àåò, ÷òî
A¿ B ¿ A.
Äëß ñòàòèñòèêè T∗ îïðåäåëèì ôóíêöèþ êîíöåíòðàöèè
Q(T∗;λ) = sup
x
P{x 6 T∗ 6 x+ λ}, λ > 0. (7)
Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó ñ îöåíêîé ôóíêöèè êîíöåíòðàöèè (7).
Òåîðåìà 1. Ïóñòü q9 6= 0 è m0 ³ |q1 . . . q9|−3p−1(|q1 . . . q9|−3p−1γ2,3/2 + γ3), p ³ c(s).
Òîãäà




Â äàííîé òåîðåìå ïîëó÷åíà îöåíêà, êîòîðàß èìååò ïîðßäîê çàâèñèìîñòè
O(|q9|−α) îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé |q1| > |q2| > . . . îïåðàòîðà Q, àññîöèèðîâàí-
íîãî ñ ßäðîì φ. Ðåçóëüòàò îòëè÷àåòñß îò ïîëó÷åííîãî â ðàáîòå [2], ãäå îöåíêà
èìååò ïîðßäîê çàâèñèìîñòè O(exp {−αq9}). Óëó÷øèòü ïîðßäîê îöåíêè óäàëîñü,
çàìåíèâ óñëîâèß íåâûðîæäåííîñòè, èñïîëüçîâàííûå â [2], íà ñôîðìóëèðîâàííûå â
(9). Â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû áûëî èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî äëß ôóíêöèè êîí-
öåíòðàöèè, â ïðàâîé ÷àñòè êîòîðîãî ñîäåðæèòñß èíòåãðàë îò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè ñòàòèñòèêè. Äàííûé èíòåãðàë áûë îöåíåí â ëåììå 8 ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìóëüòèïëèêàòèâíîãî íåðàâåíñòâà èç ëåììû 7 è òåîðåìû 3, â êîòîðîé ìû ïîëó÷èëè
îöåíêó õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè U-ñòàòèñòèêè.
Ðàññìîòðèì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèß
F (x) = P{T 6 x}, F0(x) = P{T0 6 x},
∆N = sup
x
|∆N (x)|,∆N (x) = F (x)− F0(x)− F1(x),
F1(x) - ïîïðàâêà Ýäæâîðòà. Çàìåòèì, ÷òî F1 ≡ 0, åñëè φ1 = 0 èëè ðàâåíñòâà
Eφ31(X) = Eφ21(X)φ(X,x) = Eφ1(X)φ2(X,x) = Eφ3(X,x) = 0, (8)
ñïðàâåäëèâû äëß âñåõ x ∈ X. Ñ ïîìîùüþ èñïîëüçîâàííîé â äàííîé ðàáîòå òåõíè-
êè ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ðåçóëüòàò äëß îöåíêè àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèß U-ñòàòèñòèêè, êîòîðûé òàêæå èìååò ïîðßäîê çàâèñèìîñòè îò ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé îïåðàòîðà O(|q9|−α). Äàííûé ðåçóëüòàò ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â âèäå
òåîðåìû, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîé ìîæíî íàéòè â [4].
Òåîðåìà 2. (i) Ïóñòü s > 13,













· (β4 + β23 + σ2 + γ3 + σ2γ3 + γ2,2 + σ2γ2,2),













· (β4 + σ2 + γ3 + γ2,2).
1. Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû
Ðàññìîòðèì âåêòîð G = (η0, η1 . . .) ñî çíà÷åíèßìè â R∞, ãäå η0, η1 . . . - ñòàíäàðò-
íûå íîðìàëüíûå ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå. Ñôîðìóëèðóåì ëåììó, â êîòîðîé ïîëó-
÷åíû ðàâåíñòâà äëß ìîìåíòîâ äåòåðìèíàíòîâ ñëó÷àéíûõ ìàòðèö, ñîñòàâëåííûõ èç
ñêàëßðíûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà 〈QGi, Gj〉. Àíàëîã äàííîé ëåììû äîêàçàí â ðàáîòå
[1] äëß ìàòðèö, ñîñòàâëåííûõ èç ñêàëßðíûõ ïðîèçâåäåíèé 〈Gi, Gj〉 è ãàóññîâñêèõ
âåêòîðîâ ñ ïàðàìåòðàìè (0, C), ãäå C - ìàòðèöà êîâàðèàöèé.
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Ëåììà 1. Ïóñòü G1, . . . , Gs, G′1, . . . , G′s - íåçàâèñèìûå, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, G = (η0, η1 . . .). Ïóñòü
|q1| > |q2| > . . . - ñîáñòâåííûå çíà÷åíèß îïåðàòîðà Ãèëüáåðòà-Øìèäòà Q. W =





(qi1 . . . qis)
2,
(EW 2)1/2 6 c(s)EW.
Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèß íåâûðîæäåííîñòè:
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëß íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Z, ßäðà φ è ïàðàìåòðîâ
c, c1, s è p âûïîëíåíû óñëîâèß íåâûðîæäåííîñòè, åñëè
P{W (Z¯) > δ} > p, δ = q21 . . . q29 , (9)
P{|φ(Zi, Z¯j)| 6 c} > c1, 1 6 i, j 6 s,
ãäå W (Z¯) = (detA)2, A = {aij}si,j=1, aij = φ(Zi, Z¯j),
Zi, Z¯j − íåçàâèñèìûå êîïèè âåêòîðà Z.
Ïðè ýòîì, ïàðàìåòð p ìàë, à ïàðàìåòð c1 áëèçîê ê åäèíèöå. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ
Z, äëß êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèß íåâûðîæäåííîñòè, îáîçíà÷èì N (δ, p).
Îòìåòèì, ÷òî ãàóññîâñêèé âåêòîð G çàâåäîìî óäîâëåòâîðßåò îïèñàííûì âûøå
óñëîâèßì íåâûðîæäåííîñòè. Ïóñòü êîâàðèàöèè è ñðåäíèå âåêòîðîâ G è X ñîâïà-
äàþò, òîãäà
Eφ1(G) = Eφ(G, x) = 0,Eφ21(G) = Eφ21(X),
Eφ1(G)φ(G, x) = Eφ1(X)φ(X,x),
Eφ(G, x)φ(G, y) = Eφ(X,x)φ(X, y).
Ñôîðìóëèðóåì ëåììó, ðåçóëüòàò êîòîðîé ãîâîðèò íàì î òîì, ÷òî ñ ðîñòîì n
âûïîëíåíèå óñëîâèé íåâûðîæäåííîñòè äëß ñóììû ñëàãàåìûõ ýêâèâàëåíòíî âû-
ïîëíåíèþ óñëîâèé íåâûðîæäåííîñòè äëß ãàóññîâñêîãî âåêòîðà.
Ëåììà 2. Ïóñòü ñëó÷àéíûé ãàóññîâñêèé âåêòîð G ∈ N (4q21 . . . q29 , 1 − p) è
P{W (G¯) > 4q21 . . . q29} > 1−p. Òîãäà ïðè m > cs|q1 . . . q9|−3p−1(|q1 . . . q9|−3p−1γ2,3/2+
γ3) ñëó÷àéíàß ñóììà Sm ∈ N (q21 . . . q29 , 1− 2p), ãäå Sm = m−1/2(X1 + . . .+Xm) .
Äàëåå, íåîáõîäèìî îöåíèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñòàòèñòèêè T∗.
Ñôîðìóëèðóåì ëåììó, êîòîðàß ïîçâîëèò îãðàíè÷èòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ ñòàòèñòèêè T∗ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ñïåöèàëüíîãî âèäà, çàâè-
ñßùåé îò äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïóñòü ε1, ε2, ... - ñëó÷àéíûå, îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûå âåëè÷èíû Ðàäåìàõåðà, ò.å P{εj = −1} = P{εj = 1} = 1/2. Ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âñå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ñëó÷àéíûå âåêòîðà íåçàâèñèìû, åñëè
îáðàòíîå íå âûòåêàåò èç êîíòåêñòà. Ïóñòü m ∈ N, îïðåäåëèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó
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ϑ1 = ε1, ..., ϑm = εm. Àíàëîãè÷íî, âåëè÷èíû ϑj , j > m îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì
îáðàçîì:
ϑj = εl äëß j ∈ I(l) =def (ml −m,ml],
Äëß íàòóðàëüíûõ ÷èñåë m è s ìû ââåäåì íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà:
L = [M/(2ms)], K = sL è K0 = mK = smL.
Ëåììà 3. Ïóñòü m, s ∈ N. Òîãäà ñòàòèñòèêà T∗, îïðåäåëåííàß â (7), óäîâëå-
òâîðßåò
|Eexp{itT∗}| 6 E|Eϑexp{itTϑ}|, (10)




ϑjϑkajk + F1 + F2, ajk =def 1/4φ(X˜j , X˜k),
íîìåð K0 îïðåäåëåí êàê K0 = mK = smL è F1(F2) ßâëßåòñß ôóíêöèåé îò ϑj , j ∈
[1,K0], (ϑj , j ∈ (K0, 3K0]).
Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé ëåììû ïðåäñòàâëåíî â ðàáîòå [2]. Â äàëüíåéøåì ëåììà
3 íàì ïîíàäîáèòñß äëß îöåíêè èíòåãðàëîâ â ëåììå 10. Èñïîëüçóß ëåììó 3, ìû
ìîæåì äîêàçàòü ëåììó 4.








ãäå Y1, Y2, ... - íåçàâèñèìûå êîïèè Y è K=sL. Òîãäà ìû èìååì
|E{tT∗}|2 6 Eexp{2−1itmφ(Λ, Λ¯}. (11)
Îïðåäåëèì τ, τ1, τ2 . . . êàê íåçàâèñèìûå êîïèè ñèììåòðè÷íîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû τ ñ íåîòðèöàòåëüíîé õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé, òàêèå, ÷òî âûïîëíåíû
óñëîâèß:
1 6 Eτ2 6 2 , P{|τ | 6 2} = 1. (12)
Â ñôîðìóëèðîâàííîé íèæå ëåììå 5 ìû ïîëó÷èì îöåíêó ñâåðõó õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé ôóíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (11).
Ëåììà 5. Ïóñòü s ∈ N è L ∈ Z+. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð Y ∈




τjYj , Λ¯ =
sL∑
j=1
τ¯j Y¯j , q = [pL/4],
ãäe Yj è Y¯j ßâëßþòñß íåçàâèñèìûìè êîïèßìè Y. Òîãäà
Ee{tφ(Λ, Λ¯} 6 cd(s)(pL)−d + sup
A
Ee{t〈AU, V 〉}, t ∈ R, d > 0,
ãäå supA îáîçíà÷àåò ñóïðåìóì ïî âñåì íåñëó÷àéíûì ìàòðèöàì A ðàçìåðà s × s
òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (detA)2 > q21 . . . q29.
U è V - íåçàâèñèìûå âåêòîðà â Rs, ßâëßþùèåñß ñóììàìè n íåçàâèñèìûõ êîïèé
W = (τ1, . . . , τs).
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Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé ëåììû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 6.5 èç [2].
Ëåììû 4 è 5 ïîçâîëßò íàì ïîëó÷èòü îöåíêó õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ñòàòè-
ñòèêè T∗.
Äëß îöåíêè âòîðîãî ñëàãàåìîãî â íåðàâåíñòâå èç ëåììû 5 íàì ïîòðåáóåòñß ëåì-
ìà 6, åå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [1]. Ïîëó÷åííàß îöåíêà ñîäåðæèò äåòåðìè-
íàíò ìàòðèöû â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà. Äàííûé ôàêò ïîçâîëßåò èñïîëüçîâàòü
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèß îïåðàòîðà Q äëß îöåíêè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè.
Ëåììà 6. Ïóñòü A íåâûðîæäåííàß ìàòðèöà ðàçìåðà s× s. Ïóñòü X ∈ Rs- ñëó-
÷àéíûé âåêòîð ñ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé C. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
êîíñòàíòà cs òàêàß , ÷òî
P{|X| 6 cs} = 1, |A| 6 cs, |C−1| 6 cs. (13)
Ïóñòü U è V íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåêòîðû, ßâëßþùèåñß ñóììàìè n íåçàâè-
ñèìûõ êîïèé X. Òîãäà
|Ee{t〈AU, V 〉}| 6 c(s)|detA|−1M2s(t;N) äëß |t| > 0,




|t| äëß |t| > 0.
Èñïîëüçóß ëåììû 3-6 ìû ìîæåì ïîëó÷èòü îöåíêó äëß õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèè, êîòîðàß ñôîðìóëèðîâàíà â âèäå òåîðåìû 3.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü m ∈ N, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóììà Y = (2m)−1/2(X˜1+ . . .+ X˜m) ∈
N ((q1 . . . q9)2, p). Òîãäà äëß ëþáîé ñòàòèñòèêè T∗ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî:
|Ee{tT∗}| ¿s 1|q9|9M
2s(tm; pM/m).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî pM > csm ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîíñòàí-
òîé cs. Èíà÷å pM 6 csm è ðåçóëüòàò áóäåò ñëåäîâàòü èç ïðîñòîãî íåðàâåíñòâà
|Ee{tT∗}| 6 1. Âñïîìíèì ðßä îáîçíà÷åíèé, ââåäåííûõ ðàíåå:
L = [M/(2ms)], K = sL è K0 = mK = smL.
Äàëåå,
L ³s K ³s K0/m ³s M/m ³ q/p, q = [pL/4]. (14)
Ëåììà 5 äàåò íàì îöåíêó
|E{tT∗}|2 6 Ee{βφ(Λ, Λ¯)}, Λ, Λ¯ îïðåäåëåíû â Ëåììå 5. (15)
Îöåíèì äåòåðìèíàíò ìàòðèöû A â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà äëß õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé ôóíêöèè èç Ëåììû 6:
|detA|2 > q21 . . . q29 ∼ |detA| > |q1| . . . |q9| ∼ |detA|−1 <
1
|q1| . . . |q9| <
1
|q9|9 .
Ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííîé öåïî÷êè íåðàâåíñòâ ìû ïîëó÷àåì îöåíêó
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Ee{βφ(Λ, Λ¯}} 6 cd(s)(pL)−d + sup
A
Ee{β〈AU, V 〉}, (16)
Ee{β〈AU, V 〉} 6 c(s) 1|q9|9M
2s(β; q). (17)
Ñîáèðàß îöåíêè (15)-(17) è ïîäñòàâëßß β = tm/2, èñïîëüçóåì (14) è ïîëó÷àåì
îöåíêó
Ee{tT∗} ¿d,s (pM/m)−d/2 + 1|q9|9M
2s(tm; pM/m). (18)
Èçâåñòíî, ÷òî infxMs(x; pM/m) = (pM/m)−s/4. Òàêèì îáðàçîì (18) äîêàçû-
âàåò æåëàåìûé ðåçóëüòàò ïðè âûáîðå d = s/2.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå:
ψ(t) = |Eϑe{tTϑ}|. (19)
Â ñôîðìóëèðîâàííîé íèæå ëåììå ïðèâåäåíî ìóëüòèïëèêàòèâíîå íåðàâåí-
ñòâî äëß õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè Tϑ. Äàííîå íåðàâåíñòâî ïîçâîëèò ïî-
ëó÷èòü îöåíêó ïîðßäêà O(N−1) äëß èíòåãðàëà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè
U−ñòàòèñòèêè. Ïîõîæèé ðåçóëüòàò ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí â [2]
Ëåììà 7. Ïóñòü d > 0 è s ∈ N. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y = (2m)−1∑k=mk=1 X˜k ∈
N ((q1 . . . q9)2, p) . Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû c1(s, d) è c2(s, d) òàêèå, ÷òî
ñîáûòèå
D = {ψ(t− γ)ψ(t+ γ) 6 c1(s, d) 1|q9|9M
s(γm; pM/m)}, (20)
óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ:
P{D} > 1− c2(s, d)(pM/m)−d. (21)










R e{tx}dΨ(x) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ñòèëòüåñà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèß
Ψ(x) = P{T∗ 6 x}. Îöåíêà äëß äàííûõ èíòåãðàëîâ ïîëó÷åíà â ñëåäóþùåé ëåììå,
êîòîðàß äîêàçûâàåòñß àíàëîãè÷íî ëåììå 3.3 â [2].
Ëåììà 8. Ïóñòü m ∈ N. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð Y =














6 A 6 c3(s)
m
,
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ãäå cj(s), 0 6 j 6 3 - íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.
Òîãäà
I0 ¿s |q9|−9(pM)−1, I1 ¿s max{1, |q9|−18}m(pM)−1. (22)
2. Îöåíêà ôóíêöèé êîíöåíòðàöèè
Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåíà ñòàòèñòèêà T∗, êîòîðóþ ìû îïðåäåëèëè
â (7). Äëß ôóíêöèè êîíöåíòðàöèè äàííîé ñòàòèñòèêè ïîëó÷åíà îöåíêà, êîòîðàß
ñôîðìóëèðîâàíà â ñëåäóþùåé òåîðåìå.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü s > 9 è λ > 0. Òîãäà äëß ñòàòèñòèêè T∗ è ôóíêöèè êîíöåíòðàöèè
ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèß:
(i) Ïóñòü q9 6= 0, òîãäà
Q(T∗;λ)¿s (|q9|−9 +max{1, |q9|−18})max{λ;m0}
M
,
m ³ |q1 . . . q9|−3p−1(|q1 . . . q9|−3p−1γ2,3/2 + γ3), p ³ c(s).
(ii) Ïóñòü ãàóññîâñêèé âåêòîð G ∈ N ((2q1 . . . q9)2, p), òîãäà
Q(T∗;λ)¿s (|q9|−9 +max{1, |q9|−18})max{λ;m0}
pM
,
m ³ |q1 . . . q9|−3p−1(|q1 . . . q9|−3p−1γ2,3/2 + γ3).
(iii) Ïóñòü m ∈ N,ñëó÷àéíûé âåêòîð Y = (2m)−1/2(X1 + . . . + Xm) ∈
N ((q1 . . . q9)2, 2p), òîãäà ìû èìååì
Q(T∗;λ)¿s (|q9|−9 +max{1, |q9|−18})max{λ;m}
pM
.
Äëß îöåíêè èíòåãðàëà âûïèøåì ëåììó 3.2 èç [2].
Ëåììà 9. Ïóñòü ϕ(t), t > 0 - íåïðåðûâíàß ôóíêöèß, òàêàß, ÷òî ϕ(0) = 1, 0 6
ϕ 6 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:
ϕ(t)ϕ(t+ τ) 6 ΘMs(τ ;N), (23)
äëß âñåõ t > 0 è τ > 0 è íåêîòîðîãî Θ > 1, íå çàâèñßùåãî îò t è τ .










+Θ2B−s/2N−s/4 ïðè s > 8.
Â ñëåäóþùåé ëåììå ìû ïîëó÷èì îöåíêó èíòåãðàëîâ îò õàðàòåðèñòè÷åñêîé










R e{tx}dΨ(x) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå-Ñòèëòüåññà ôóíêöèè ðàñïðåäå-
ëåíèß Ψ(x) = P{T∗ 6 x}.
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Ëåììà 10. Ïóñòü m ∈ N. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñëó÷àéíûé âåêòîð Y =














6 A 6 c3(s)
m
,
ãäå cj(s), 0 6 j 6 3 - íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.
Òîãäà
I0 ¿s |q9|−9(pM)−1, I1 ¿s max{1, |q9|−18}m(pM)−1. (24)
Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k > cs
äëß äîñòàòî÷íî áîëüøîé êîíñòàíòû cs. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè k 6 cs ìû ìîæåì
ïîëó÷èòü îöåíêó (24), èñïîëüçóß íåðàâåíñòâî |Ψˆ| 6 1. Äðóãèì ñëåäñòâèåì îöåíêè
k > cs ßâëßåòñß íåðàâåíñòâî 1/(km) 6 t0 6 t1 6 A.
Äîêàæåì (24) äëß I0. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3 èìååì |Ψˆ| ¿s Ms(tm; k). Èñïîëüçóß
íåðàâåíñòâî |Ψˆ| 6 1, ïîëó÷àåì |Ψˆ| ¿s min{1;Ms(tm; k)}). Äàëåå, îáîçíà÷àß t2 =






















è äîêàçûâàåì îöåíêó (24) äëß I0.








ãäå ñëó÷àéíàß ôóíêöèß ψ, îïðåäåëåííàß â (11), çàâèñèò îò X1, . . . , XN . Ñîãëàñ-
íî ëåììå 7, ñóùåñòâóåò ñëó÷àéíîå ñîáûòèå D òàêîå, ÷òî åãî äîïîëíåíèå óäîâëå-
òâîðßåò íåðàâåíñòâó
P{Dc} ¿s,d k−d, d > 0,
è óñëîâèþ
I{D}ψ(t− γ)ψ(t+ γ)¿s,d |q9|−9Ms(γm; k) äëß âñåõ t, γ ∈ R. (26)
Òàêèì îáðàçîì, îöåíêà (25) ïîçâîëßåò çàïèñàòü íåðàâåíñòâî:
I1 ¿s,d k−dlog(A/t0) + EI, I =
∫
t06|t|6A
ϕ0(t)|t|−1dt, ãäå ϕ0 = I{D}ψ. (27)
Î÷åâèäíî, ÷òî k−dlog(A/t0)¿s k−dlogk ¿ k−1 ïðè óñëîâèè, ÷òî ìû âûáåðåì d = 2.
Èìååì:




ϕ(t)|t|−1dt, ãäå ϕ(t) = ϕ0(t/m).
Íåðàâåíñòâî (26) îçíà÷àåò , ÷òî ϕ(t−γ)ϕ(t+γ)¿s,d |q9|−9Ms(γ; k). Òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû îöåíèòü I â (27) ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ëåììó 7. Çàìåíèâ â ýòîé ëåììå
N íà k è A íà mA, ñîîòâåòñòâåííî, è, âûáèðàß B =
√
kmt0 è Θ = max{1, |q9|−9},
ïîëó÷àåì îöåíêó I ¿s max{1, |q9|−18}/k. Òàêèì îáðàçîì, (27) äîêàçûâàåò îöåíêó
â (24).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì óòâåðæäåíèå (iii), à çàòåì
(iii)⇒ (ii)⇒ (i).
Äîêàæåì (iii). Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî m < pM , èíà÷å ðåçóëüòàò
ñëåäóåò èç ïðîñòåéøåé îöåíêè Q(T∗;λ) 6 1.
Èçâåñòíî, ÷òî
Q(T∗;λ) 6 2max{λ; 1/A}
∫ A
−A
|Ψˆ(t)|dt, A > 0. (28)
Âûáåðåì A = csm−1, t1 = m−1(pM/m)−1/2, t0 = c0m−1(pM/m)1+2/s. Ìû ìî-
æåì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî t0 6 t1, èíà÷å ðåçóëüòàò áóäåò ñëåäîâàòü èç Q(T∗;λ) 6 1.




|Ψˆ(t)|dt¿s (|q9|−9 +max{1, |q9|−18})(pM)−1, (29)
Èñïîëüçóß íåðàâåíñòâî 1¿s |mt|−1, äëß |t| 6 cs/m = A, ìû èìååì







Èñïîëüçóß ëåììó 8, ïîëó÷àåì îöåíêè äëß I0, I1 è äîêàçûâàåì (iii).
Äîêàæåì (iii)⇒ (ii). Ñîãëàñíî ëåììå 2, âûïîëíåíèå óñëîâèé íåâûðîæäåííîñòè
äëß ãàóññîâñêîãî âåêòîðà G è íåðàâåíñòâà äëß äåòåðìèíàíòà â (ii) âëå÷åò çà ñîáîé
âûïîëíåíèå óñëîâèé íåâûðîæäåííîñòè äëß âåêòîðà Y è íåðàâåíñòâà äëß äåòåð-
ìèíàíòà â (iii), ïðè óñëîâèè, ÷òî m > cs|q1 . . . q9|−3p−1(|q1 . . . q9|−3p−1γ2,3/2 + γ3).
Âûáåðåì m ³ cs|q1 . . . q9|−3p−1 (|q1 . . . q9|−3p−1γ2,3/2 + γ3) è ïîëó÷èì ðåçóëüòàò â
(ii).
Äîêàæåì (ii) ⇒ (i). Îöåíèì p. Äëß ýòîãî âîñïîëüçóåìñß ñëåäóþùèì íåðàâåí-
ñòâîì:
P{Z > 0.5} > 0.25A−2, (31)
ãäå ñëó÷àéíàß âåëè÷èíà Z òàêîâà, ÷òî EZ = 1,EZ2 6 A. Ïîëîæèì â êà÷åñòâå
Z âåëè÷èíó W (G¯)/EW (G¯)). Ðàâåíñòâî EZ = 1 äëß òàêîé âåëè÷èíû âûïîëíåíî.
Îãðàíè÷åííîñòü EZ2 ñëåäóåò èç ëîãàðèôìè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà, ãäå A = c(s). Ñëå-
äîâàòåëüíî, p ³ c(s). Ïîäñòàâëßß âìåñòî p êîíñòàíòó, ïîëó÷èì (i).
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîé ðàáîòû, ñôîðìóëèðîâàííûé â âèäå òåîðåìû 1, äî-
êàçàí â ïóíêòå (i) òåîðåìû 4.
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Çàêëþ÷åíèå
Â ðàáîòå áûëà ïîëó÷åíà îöåíêà ôóíêöèè êîíöåíòðàöèè U-ñòàòèñòèêè, êîòî-
ðàß èìååò ïîðßäîê çàâèñèìîñòè O(|q9|−α) îò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà Q.
Â ðàáîòå [2] îöåíêà èìååò ïîðßäîê O(exp {−αq9}). Óñëîâèß íåâûðîæäåííîñòè, èñ-
ïîëüçîâàííûå â ðàáîòå [2], òðåáóþò áëèçîñòè äåòåðìèíàíòà ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé
èç ñêàëßðíûõ ïðîèçâåäåíèé ñëó÷àéíûõ ñóìì âåêòîðîâ è åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà I.
Îöåíêó óäàëîñü óëó÷øèòü áëàãîäàðß èñïîëüçîâàíèþ íîâûõ óñëîâèé íåâûðîæäåí-
íîñòè, ñóòü êîòîðûõ ñîñòîèò â íåâûðîæäåííîñòè äåòåðìèíàíòà óïîìßíóòîé ìàò-
ðèöû.
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